Ubungsarbeit

Aufgabe 1.

y

a) Die Querschnittsflache eines Abwasserkanals ist im unteren Teil von einer
Parabel k begrenzt, an die sich nach oben die beiden Geraden g und h
anschliel3en.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen fur diese drei Funktionen, und
geben Sie die abschnittweise definierte Funktion f an, durch die die Quer-
schnittsflache des Kanals festgelegt ist.

b) Bei dieser Teilaufgabe sollen die drei Funktionen k, g und h fur alle reellen
Zahlen definiert sein. Zeigen Sie, dass die Geraden g und h Tangenten an
die Parabel k sind.

Aufgabe 2

Losen Sie das folgende Gleichungssystem mit Hilfe des Gaul} - Verfahrens.

2a + 3b - 5c + 6d - 4e = 16
4a - 3b + 2c - 5d + 3e = -2
-2a + 12b - 4c 8d - 9e = -1
a- 2b - 3c 4d + 7e = 4
-4a + 6b + 8c - 3d + 5e = 3




f)

g)

h)

)
K)

Aufgabe 3
Der Graph einer ganzen rationalen Funktion vierten Grades der Form
fx) =ax*+bx3+cx* +dx +e abcdel R, ato0
verlauft durch die Punkte
P,=(-1/-32), P,=(2/085), P;=(4/ -195) undP, = (5/ - 3,2).

Der Funktionsgraph schneidet die y-Achse an der Stelle yg = - 1,95.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f.

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f.

Fertigen Sie eine Wertetabelle an, und zeichnen Sie den Graphen
von f in ein Koordinatensystem ein.

Geben Sie mit Hilfe der Zeichnung bzw. der Wertetabelle die Koordi-
naten des Hochpunktes H und die Koordinaten der beiden Tiefpunkte
T, und T, des Graphen von f an.

Eine Parabel k(x) = fx> + gx + h f,ghl R, f1 0 verlauft durch den
Hochpunkt H und durch die beiden Tiefpunkte T, und T, von f.

Bestimmen Sie die Parabelgleichung.
Bestimmen Sie die Nullstellen der Parabel k.

Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten g und h, die die Parabel
in den beiden Punkten T, und T, berthren.

Die Tangenten g und h schneiden die Tangente w, die die Parabel im
Scheitelpunkt beruhrt, in den Punkten R und S.
Bestimmen Sie die Koordinaten dieser beiden Schnittpunkte.

Die Punkte T4, T,, S und R sind die Eckpunkte eines speziellen Vierecks.
Um was flr ein Viereck handelt es sich dabei ?

Berechnen Sie den Flacheninhalt A des Vierecks T4,T,,SR.

Fertigen Sie fur die Parabel k eine Wertetabelle an.
Zeichnen Sie die Parabel k, die Tangenten g, h und w sowie das
Viereck T, T,,SR in das Koordinatensystem ein.




LOosungen

1a) Die allgemeine Parabelgleichung lautet: k(x) = ax’> +bx +c
Der Graph der Parabel verlauft durch die Punkte: P, = (- 2/ - 6),

P; = (0/-8)und P, = (2/- 6). Die Parabel schneidet die y-Achse
an der Stelle yg = 8. Folglich gilt: ¢ = 8.
Da der Scheitelpunkt P; der Parabel auf der y-Achse liegt, ist der Graph

der Parabel symmetrisch zur y-Achse. Diese Symmetrie erkennt man
aulRerdem an den Koordinaten der Punkte P, und P,.

Aufgrund der Symmetrie gilt: b = 0.
Die Variable a erhalt man durch Einsetzen der Koordinaten von P,

oder P, in die Funktionsgleichung ax® - 8 = k(x)

4a-8 = -6 U 4a = 2 U a =

NI =

Die Funktionsgleichung der Parabel lautet: k(x) = = x% - 8

NI =

Bestimmung der Funktionsgleichungen fur die Geraden g und h:

Y2- Y1 -6 -6
= = = == -2
"o Xp- X -2-(-9) 3

Durch Einsetzen der Koordinaten von P; erhalt man:

-2x8-5)+b;, =0 0 by = -10

Die Funktionsgleichung fur die Gerade g lautet: g(x) = - 2x - 10

Im Diagramm erkennt man, dass man die Gerade h durch Spiegelung
Der Geraden g an der y-Achse erhalt. Folglich lautet die Funktions-
gleichung fur die Gerade h: h(x) = 2x - 10

Die abschnittweise definierte Funktion f hat die Darstellung:

1
N
X

- 10 fir -5 £x< -2
fir -2 £x£ 2
2X -10 fir 2 <x£ 5

N

f(x) =

—_ ] — —
NI
x
]
e}




1b) k(x) = 9(x)

2x-8 = -2x- 10 *)
%x2+2x+2 = 0
X2+ 4x + 4 = 0
(x + 2)? = 0
X = -2 (-2 = k(-2 = -6

Da die Gleichung (*) nur eine einzige Losung hat, ist die Gerade g eine
Tangente an die Parabel k. Der Bertuihrpunkt ist: P; = (- 2/ - 6).

k(x) = h(x)
1.2 - ]
2x 8 = 2x - 10
%xz- 2X + 2 = 0
X2 + 4AX + 4 = 0
(x - 2)° =
X = 2 h2 = p2 = -6

Da die Gleichung (**) nur eine einzige Losung hat, ist die Gerade h eine
Tangente an die Parabel k. Der Beruhrpunkt ist: P, = (2/ - 6).

Aufgabe 2
% .0 % b
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N o
23 -5 6 -4Q 16 2
09 -12 17 -11g5 34 <
Q0-33 43 -160 125 7 ~
Q0 0 52 4293023553, _ B U
Q0 0 -137 -1618;- 8638+ 137 W+521 ¥
e (%]
N o
23 -5 6 40 16 2
09 -12 17 -11 5 34 +
800-1343 -16 6 125
00 0 52 4293 Q 23553 .
©O0 O 0 -2564553 - 1282275+
e (%]
522d + 21465 = 23553 9b + 12 + 68 - 55 = 34
522 d = 2088 9b = 9
d = 4 b = 1
-33¢c + 172 - 80 = 125 2a+3+5+24-20 = 16
- 33c = 33 2a = 4
C = -1 a = 2
- 256455 e = - 1282275
e = 5

Das Gleichungssystem hat die Lésung:

a=2,b=1c=-1,d=4unde=5




3a)

3 b)

Aufgabe 3

fix) =ax* + bx® +cx® +dx +e Dayg= - 1,95 ist, gilt:
f(0) = - 1,95 alsogilt e=-195

Damit erhalt man: ax* + bx3 + cx? +dx = f(x) + 1,95 (a)

Der Graph von f verlauft durch die Punkte P;, P,, P3,P,.

Durch Einsetzen der Koordinaten dieser Punkte in die Gleichung (a)

entsteht das folgende Gleichungssystem:

a - b + Cc - d = _ 1’25 (***)

16a + 8b + 4c + 2d 2,8 Y12

256a + 64b + 16c + 4d = 0 o 4

625a + 125b + 25¢c + 5d = - 1,25 ua:5

a - b + c - d = - 1,25 _

8a + 4b + 2c + d = 14 s

64a + 16b + 4c + d = 0 =
125a + 25b + 5c¢ + d = - 0,25 -1

9a + 3b + 3¢ = 0,15 _ _
56a + 12b + 2c¢ = -14 I-3-1
6la  + 9b 4+ c = -025 (*7%) n—2-m
- 174 a - 24b = 0,9 u 6

- 66a - 6b =  -09 G :(-6)
29a + 4b = - 0,15 -, —
11a + b = 015 (%) 1-4-1

15a = - 0,75

a = 0,05 in (%)
11 x0,05 + b = 015 U b =-04 in (*%)
61x0,05 + 9%(-04) +¢c = -0,25 U c = 03 in(**%
-025-04-025+d = -125 U d = 2

Die Funktionsgleichung lautet: f(x) = 0,05x* - 04x® + 0,3x? +2x - 1,95

Die Nullstellen der Funktion bleiben erhalten, wenn man die Funktions-
gleichung mit einer reellen Zahl a* 0 multipliziert. Bei der Funktion sei

a = 20. Es ist also die Gleichung x* - 8x3 + 6x% + 40x - 39 = 0 zu lésen.

Es gilt: Xo; =1 durch Probe




(X4- 8X3+6x2+40x-39):(x- 1) =x3- 7x%-

X4

X - X
-7x3 4+ 6%
-7x3 +7X2
- X% +40X
- X%+
39x - 39
39x - 39
0

X2 - 7x2-x+39=0

X +39

Es gilt Xy, = 3 durch Probe

(x3- 7x2-x+39):(x-3) =x%- 4x-13
X3 - 3x?
- Ax% - X
- 4x%+12x
- 13x+39
- 13x+39
0
X2 - 4x - 13 = 0
X2 - = 13
X2 - 4Ax + 4 = 17
(X - 2)° = +1/17
Xo3 = 2+ Y17 » 6,123
Xoa = 2- V17 » - 2,123
Die Nulistellen der Funktion fsind: Xg; = 1, Xgp = 3, Xg3 = 2 + /17
und Xy =2 - V17
30) X -2,3 -2,123 -2 -1,5 -1 -0,5 0
f(X) 1,303 0 -0,75 | -2,672 -3,2 -2,822 | -1,95
X 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
f(X) -0,922 0 0,628 0,85 0,628 0 -0,922
X 4 4,5 5 5.5 6 6,123 6,3
f(X) -1,95 | -2,822 -3,2 -2,672 | -0,75 0 1,303




3 d) Der Hochpunkt des Graphen von f hat die Koordinaten H = (2 / 0,85)

Die Koordinaten der Tiefpunkte sind: T; = (- 1/-3,2) und T, = (5/- 3.2)

3 e) Die allgemeine Parabelgleichung lautet: fx? + gx + h = k(x), fghl R, f1 0
durch Einsetzen der Koordinaten der punkte H, T, und T, erhalt man das

folgende Gleichungssystem:

4f + 2g + h = 0,85 ToT
f - g + h = - 3.2 **) —
25f + 59 + h = 232 -1
3f + 39 = 4,05 *) T_T
21f  + 3¢ = - 4,05 - -
18 f = -81
f = - 0,45 in (%)
3x(-045) + 3g = 4,05 U g= 18 in  (*%)
-045 - 1,8 + h = - 32 U = -09

Die Parabel k, die durch den Hochpunkt H und die beiden Tiefpunkte T,
und T, des Graphen von f verlauft, hat die Funktionsgleichung:

k(x) = - 045x% + 1,8x - 0,95

3 1) - 045%% + 1,8% - 0,95 =
X2 - 4x +%9 =
X° - 4x = - 139
X° - AX + 4 = 3—96 - 139
X- 2 = i|/%
Xoy = 2+ V17 » 3374
Xop = 2- 2V17 > 06

Die Parabel k hat die Nullstellen

SV17 3374 und x, =2- $V17 »0,626

x01:2+3




39)

g(x) = mx +b
Durch Einsetzen der Koordinaten von T, erhalt man:
-32=-m+b U b=m-32(*
Da T, Beruhrpunkt der Tangente g an die Parabel k ist, gilt:

k(xy) = a(xy)

- 045xZ + 1,8x, - 0,95 = mx, + b
19 20 20
X12-4X1+§ = -mel_gb
20 20, 19
o 62 62
x12+?§0m-4+x1+?§m-2+ = -%)b-1—99+§%0m-2+
e 1] e 1] e 1]
& 10 02 _ 20, 19 , 100 » 40 36
gt m- & = TP gt MogMty
10 .. - 100 o 40 . 20, 1/
X+ g m 2 = |/ g M g M 9b+9

Da T, ein Beruhrpunkt ist, darf die quadratische Gleichung nur eine
einzige Loésung haben; d.h. der Radikand hat den Wert Null.

00 . 40 2,7 _
gt M- g M- ghbty = 0

m?- 36m-18b +1,53 = 0 mit (*) folgt
m’ - 36m-18(m- 32) +153 = 0
m? - 54m + 7,29 = 0
(m- 27)° = 0
m = 2,7
b = 27-32=-05

Die Tangente g hat die Funktionsgleichung: g(x) = 2,7x - 0,5

hx) = mx+Db

Durch Einsetzen der Koordinaten von T, erhalt man:

-32 = 5m+b U b = -5m- 32 (¥




Da T, Beruhrpunkt der Tangente h an die Parabel k ist, gilt:

k() = h(x2)
Aus der gleichen Rechnung wie oben folgt wieder: Da T, ein Berthrpunk ist,

darf die quadratische Gleichung nur eine einzige Losung haben. Das bedeutet
aber, dass der Radikand den wert Null annehmen muf3.

m? - 36m- 18b +1,53

0 mit (*) folgt
m?- 36m-18(-5m- 32) + 1,53 = 0
m? + 54m + 7,92 0
(m + 2,7)2 = 0
m

b

= - 2,7

= -5x%x(-27 -32=103
Die Tangente h hat die Funktionsgleichung h(x) = - 2,7x + 10,3

3 h) Die Tangente w an den Scheitelpunkt H = (2 / 0,85) hat die Steigung O.
Es gilt: w(x) = 0,85 = const

g(x) = wW(X)

27x - 05 = 08 U 27x = 13 U x = 05
h(x) = w(x)

-27x+103 = 08 U -27x = -945 U x = 35

Die Koordinaten der beiden Schnittpunkte sind:

R=(05/085 und S=(35/0,85)

3 1) Da die y-Koordinaten der Punkte R und S und ebenfalls die y-Koordinaten
der Punkte T, und T, gleich sind, gilt:

Die Strecken RS und T,T, sind parallel.
Das Viereck T,T,SR ist ein Trapez.

& __0
3 j) Far den Flacheninhalt A des Trapezes gilt: A = %Q;RS + TTo+xh
e
Die Hoéhe des Trapezes ist der Abstand zwischen den Strecken RS und T;T,.
A = %[(3,5 - 05) + (5- (- 1))] X[0.85- (- 32)] = %(3 + 6) x6 x4,05 = 109,35

Das Trapez hat den Flacheninhalt A = 109,35 FE




zu k) X -2 -15 -1 -05 0 0,5
k(x) - 6,35 - 4,663 -32 - 1,963 - 0,95 - 0,163
X 1 15 2 2,5 3 3,5
k(x) 0,4 0,738 0,85 0,738 0,4 - 0,163
X 4 45 5 55 6
K(x) 2095 | -1963 | -3,2 | -4663 | -635
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