Ubungsarbeit

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f (x) an der Stelle X,
indem Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen.

a) f(x) = -3x*+5x  x,=2 b) f(x) = -5x%+2)/x xq=36

3x2
2X - 4

c) f(x) = Xo =1

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion (ohne Benutzung der Ableitungsregeln)
zu

a) f(x) = 2 - 6/x b) f(x) = 2X*2

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion zu den folgenden Funktionen mit Hilfe
der Ableitungsregeln.

1
a) f(x) = -5x+18x* - 9x + 27 b) () = 7x*- 25V/x

c) f(X) =axB+bx" +cx® +dx®+ex?+fx3+gx%+ hx +i

d) f(x) = @x+4)(2x - 4)x° &) f(X):W

f) f()= —> g) () =06Ex-9°@x+7
2/ x®

h) f(x):x3+x2+x+1/x_+§|/;+%+1/ix_+%+x—12+x—13




Aufgabe 4

Eine Parabel f (x) = ax? + bx + ¢ schneidet die y-Achse an der Stelle

ys = - 48.
Der Funktionsgraph verlauft auf3erdem durch die Punkte
PL=(2/-32)und P, = (- 1/ - 50).

a)
b)
c)
d)

e)

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.
Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Scheitelpunktes.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Sekanten, die den Graphen
von f in den Punkten A = (7 /(7)) und B = (- 8/ f (- 8)) schneidet.

Zwischen den Punkten A und B liegt ein Punkt K auf dem Funktions-
graphen, in dem die Funktion f (x) die gleiche Steigung hat, wie die

in Teilaufgabe d) berechnete Sekante.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes K und die Gleichung der
Tangente, die den Graphen von f im Punkt K beruhrt.

Aufgabe 5

Eine ganze rationale Funktion 3. Grades hat die Extrempunkte
E,=(-4/f(-4)und E, = (6/f(6)).

Die Funktion hat die Nullstelle x, = 2. Der Funktionsgraph verlauft
durch den Punkt P = (7 /320)

a)
b)

c)

d)

e)

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.

Bestimmen Sie die Schnittpunkte des Graphen mit den
Koordinatenachsen.

Bestimmen Sie fur die Punkte E; und E, die Art des Extremums und
geben Sie die vollstandigen Koordinaten dieser Punkte an.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes W der Funktion f.

Fertigen Sie fur die Funktion f (xX) und fur die erste Ableitung f¥(x) eine

Wertetabelle (- 9£ x £ 11) an.
Wahlen Sie fur jede Koordinatenachse einen geeigneten Mal3stab

und zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f (x), f*x) und fT(x)
in ein Koordinatensystem ein.

Beschreiben Sie mit Hilfe Ihrer Zeichnung die Zusammenhéange, die
zwischen diesen drei Funktionen bestehen.




L Osungen

Aufgabe 1a)

f(x) = - 3x* + 5x Xg = 2

#(2) = lim f(2+h)h- f(2)
hijo

#(2) = lim 32+ h*+5@2+h - (-3x2* +5x%2)
hijO h
[ |
2 2
f(2) = lim -3 +4h+ 4"+ 10+ 5h + 48 - 10

hijO h
4 3 2
fi2) = lim ~3(h"+8h° + 24h ;32h+16)+48+5h
hio
4 3 2
f4(2) = lim ~3h- 240" - 96hh- 60h - 48 +48 +5h
hio
-3h* - 3 _ 2 a3 2 _
) = lim ~3M- 2400 7207 - 91Ny (- 3h°- 2417 - 72h - O1)
hi0 hio
fi2) = lim (- 3h - 24n? - 72h-91) = - 91
hio
Die Funktion f (x) = - 3x* + 5x hat an der Stelle x, = 2

die Ableitung f#(2) = - 91

Aufgabe 1Db)

f(x) = -5x%+2)/x  x,=36

t36) = lim (38 +hz]- f (36)
hio

bom _ 1 -5(36 + )% +2]/36+h - (-5x36° +21/36)
f436) = lim .

hiO

lop — i - 5(h? +72h +1296) + 2]/36 +h + 6480 - 12
f4(36) = lim .
hijo

2
£436) = lim ~2N" - 360h-648(;]+2 36 + h +6468
hio




-5h%-360h-12 +21/36 + h

f4(36) = lim ;
hijo

£436) = lim (-5h% -360h- 12+ 2}/36 + h) (- 5h* - 360h - 12 - 2]/36 + h
hio h(-5h?-360h-12-2]/36 + h)

Uiopy — i 25hY + 3600 h° + 12720 h® + 8640 h + 144 - 4(36 + h)

f4(36) = lim
hio h(-5h?-360h-12-21/36 + h)

3 2
£436) = lim h (25 h® + 3600 h* +12720 h + 8636)
hio h(-5h®- 360h-12 - 27/36 + h)
25h° + 3600 W2 + 12720 h + 8636

f4(36) = lim
hio -5h%- 360h-12-21/36 + h
8636 8636 20 5
u = — == e — == - —_ = - —_
f4(36) = - . 4 3595, 359

Die Funktion f (x) = 5x% + 2]/x hat an der Stelle x, = 36 die Ableitung

£4(36) = - 359%

Aufgabe 1c¢)

3 %2
f = =1
) 2Xx -4 %o
e 2 u
£4(1) = lim f(“hr)]' fQ) - Iim%?M _ 3
hio hjoNg2(h+1) -4 -24
é 0 é 0
iy = fim e3P r2h+ D) 3G_ ;. 1630 +6h+ 3, 3¢
" hioh€ 2h+2-4 207 L hé 2h- 2 24
108 a "0 e i
é_ 0
f4(1) = lim L 62BN +6h+3 +3(2h- 2)g
hiohg 2(2h- 2 .
é 0 é 0
fu(l)zlim;é6h2+12h+6+6h-6g:|im;é6h2+18hg
heoN€ 4h - 4 u L, hé 4nh- 4 u
Uoe a "*oe a
hE6h + 180 6h+18 _ 18 9 1
" = lim — € U— i = — = . X = _4=
P =M hean-a0- ™ an-a -2 2° %
[} [}
e u
3x°

Die Funktion f (x) = hat an der Stelle x; = 1 die Ableitung

1
" = -
) = - 45

2X - 4




Aufgabe 2 a)

f(x +h) - f(x)

fi(x) = lim
hso h
1€ 4
fh(x) = lim = &——
hiOhéX *+h

-6 x+h-(—-6]/—)u

0
-4 4 6Yx - 6)/x +hi
X G

“m61/_ 6 X + h

hio

+ fim (VX - 61/x +h)(61/x +61/x +h)

hio h(X+h)X hio h@)x +6)/x +h)

1€ 4
flx) = lim = &——
hjo Ngx +h
4 4
fhx) = lim X*“h X
hiO
fix) = lim 3% 4K
) = lim ——4h
) = lim — 2

ho(x h) x

+ lim 36x- 36(x +h)

hgo X+ )X nio h(6EYx +6]/x +h

. lim - 36 _ -4 36 _ 4

hio 6)/x +6)/x+h X* 12V/x X2

Die Funktion f(x) = 4 - /X hat die Ableitung f'(x) = - % - >
X 2 Vx
Aufgabe 2Db)
5x + 2
f(x) ===
() = lim 1O 0= 1
hijo
V é V
Fley) = 1e5(x )+2 5x+20_ ... 1abx+h+2 5x+ 2y
P09 = Iim £ g T2 ou Mipe 2 T 2
hio 5 (X + h) 2 X2 g hiollg (x+h x* g
u
floy = 1e(5x+5h+2)x-(5x+2)(x +h) %G
reg = | mﬁe 22 a
0 & (x + h)“x q
é
£H0 = i ;é5x3+5hx2+2x (5x + 2) (% +2xh+h2)u
ohg (x + h)2x? 8




Fortsetzung von Aufgabe 2b)

¢ 0
£46 = lim 185x3+5hx®+2x%- 53 +2x*+10hx* + 4hx + 5’ x + 2h%
hiohg (X + h)2x? d
é u
£46 = lim 1&-5hx®- 4hx- 5nx + 21
hiohg (x + h)2x2 o
hS-5x2- 4x- 5hx +2hy 5x*- 4x - 5hx +2h
fHo) = lim ¢ € - X'22X U |im = 2X- X-22X
hio g (x + h)“x & hio (x + h)“x
5X° - 4X 5x +4
K = i
(%) 7 3
Die Funktion f (x) = 5X ; 2 hat die Ableitung f¥(x) = - X ; 4
X X

Aufgabe 3

a) f(x) = -5x3 + 18x% - 9x + 27
fh(x) = - 15x% + 36X - 9

1
b) f(x) = 7x*- 2%1/x_=7x4- 2%x2

I~

fi(x) = 28x3 - 5x 2
5

Vx

fhx) = 283 -

c) f(X) =axB+bx" +cx® +dx®+ext+fx3+gx%+hx+i

fhx) = 8ax’ + 7bx® + 6¢cx° + 5dx* + 4ex® + 3fx%> + 2gx + h

d) f(x) = (2x+4)(2x- H)x®>=(@4x?- 16)x% = 4x* - 16 %2
fhx) = 16 x3 - 32x




2
5 5.1 5 "3
f) f(X): 3 Ex—g:§X3
2 /%2 X3
5 2. -5-1 5 -3 5
fu(X):EX('g)X3 =-§x3:-—§
3x3
f'(x) = -

5
375

g)f(X) = (5x- A)%2@x+7) = (25%x°- 40x + 16) 2x + 7)
f(x) =50x3- 80x% + 32x + 175x% - 280x + 112
f(x) = 50x3 + 95x% - 248x + 112
fA(x) = 150x? + 190 x - 248

1 1 1 1 1
h) f(x) = x3+ %%+ x +)/x + ‘|/_+3— F+;+—2+—3
T/x X X X
11 1 1
F) =3+ +x+x2 +x3 +x3 +x 2 +xlax24+x3
1_1 1 2 1_11 1_§
f“(x):3x2+2x+1+§x2+§ 3-§X3-§X2-X2-2X'3-3X4
flog=3x@+2x+1+ -+ 4t 1 1 1 2

T A




Aufgabe 4

a) ys=-48 b c = - 48 Fur die Funktionsgleichung gilt also:
f(x) =ax? + bx - 48
Da der Graph durch die Punkte P; und P, verlauft gilt:
f(2=-32 und f(-1) =-50
Damit erhalt man das Gleichungssystem

4a+2b- 48 = -32 /:2
a - b - 48 = - 50
2a+ b = 8
- b (+)
a = -2 *)
3a = 6
a = 2 in (%)
2-Db = -2
-b = -4
b = 4
Die Funktionsgleichung lautet f(x) = 2x% + 4x - 48
b) 2x% + 4x - 48 = 0
X2 + 2X - 24
X2+ 2x + 1 = 25
Xx+1 = +5
Xl = -6
Die Funktion f hat die Nullstellen Xy = - 6 und X = 4
c) fHx) =4x+4=0 U 4x=-4 U x=-1
f(-1) = -50

Der Scheitelpunkt von f hat die Koordinaten S = (- 1/ - 50)




d) mg=

Fortsetzung von Aufgabe 4

Yo - Ya _ (-8 -f(7) _48- 78 _ -30 _
XB' XA '8' 7 '15 '15
Far die Sekante gilt: 2x + b = g(x)

2

Durch Einsetzen der Koordinaten von A = (7 / 78) erhalt man:

2x7+b=78 U b=78-14 U b=64

Die Gleichung fur die Sekante lautet s(x) = 2x + 64

f'{(x) = 4x +4
4x+4=2 U 4x=-2 U x:-%

1y _ 1,2 I ST W S S Py
f(-5)=2X(- 3)  +4x(-5)-48=3-2-48= - 493

Der Punkt K hat die Koordinaten K = (- % / - 49%)

Far die Tangentengleichung gilt: 2x + b = t(x)
Durch Einsetzen der Koordinaten von K erhalt man:

Lype a0l O pe-sols1 O be .l
2x(- 5)+b=-495 0 b=-495+1 0 b= -48;

1

Die Tangente hat die Gleichung t(x) = 2x - 482

Aufgabe 5a)

Eine ganze rationale Funktion dritten Grades und ihre erste Ableitung

lassen sich folgendermal3en darstellen:
fx) =ax+bx?+cx+d und fHx) =3ax?+2bx +c

Bedingungen

1) E; =(-4/1(-4) P fl{-4) =0
2) E; =(6/1(6) P fi6) =0
3) Nullstelle xg, = 2 p f2) =0
4) P = (7/320) p f(7) =320




Mit diesen 4 Bedingungen erhalt man das folgende Gleichungssystem:

48 a - 8b + C = 0

108a + 12b + (o = 0

8a + 4b + 2c + d = 0 (* * %)
343a + 49b - 7¢c + d = 320 v - 1
48 a - 8b + C = 0 -1 (*%
108a + 12b + c = 0 I - 02xIl
335a + 45b + 5c = 320

60a + 200D = 0 + x3/20
41 a + 3b = - 64

9a + 3b = 0 I_E (*)
41 a + 3b = - 64
-32a = 64

a = -2 in (*)
I9%x(-2) +3b=0 U 3b=18 U] b= 6 in(**)
48x%x(-2)-8x6+c=00 c=9%+48 U c=144 in(***)
8x(-2) +4%x6+2x144+d =0 U d=16-24-288 U d=-296

Die gesuchte Funktionsgleichung lautet:
f(X) = -2x3 + 6x% + 144 x - 296

Aufgabe 5b

Aus d = - 296 folgt: f(0) = - 296
Der Graph von f schneidet die y-Achse an der Stelle yg = - 296

Schnittstellen mit der x-Achse

Xg2 = 2 s. Aufgabenstellung

(-2 +6X%+ 144x - 296) 1 (X - 2) = - 2X° + 2X + 144

-2x3 + 4%°
2x% + 144 x
2%? - 4 x
148 x - 296
148 x - 296

0




-2x% 4+ 2x + 148 = 0
X% - X = 74

2 1 _ 1
XT X+ g = 747
1 ]/ 1
X - = = =
2 + 744

1 ] /.1

X = = =

01 5 + 744 » 9,117
1 ] /.1

X = = _ = -

03 5 744 » - 8,117

Der Graph von f schneidet die x-Achse an den Stellen
Xo1 = - 8117, Xgpp = 2 und Xy = 9,117.

Aufgabe 5c
fH(x) = -6x% + 12x +144
fi-4) = - 96 - 48 +144 = 0
f4(6) = -216 +72+144 = 0

Die notwendige Bedingung f¥(xg) = 0 fur Extremstellen ist in beiden
Fallen erfullt.

Hinreichende Bedingung: f*(xg) = 0 und f“(xE) 10

flx) =-12x +12
fl(-4)=-48+12 = 36>0 b  Minimum
fle) =-72+12=-60<0 b  Maximum

f(-4) = -2x(- 43+ 6x(-4)%+144x(- 4) - 296 = 128 + 96 - 576 - 296
f(-4)=-648

f(6) = -2x6°+ 6x62 +144%6 - 296 = - 216 + 864 - 296 = 352

Die Funktion hat im Punkt E; = (- 4/ - 648) ein lokales Minimum.

Das lokale Maximum der Funktion hat die Koordinaten E, = (6 / 352)




Aufgabe 5d

Notwendige Bedingung fur Wendepunkte: f“(xw) =0

-12x, +12=0 U -12x,=12 U x,=1

Hinreichende Bedingung_fir Wendepunkte

fhx,)t 0, fl(x,) =0, f¥(x,)t0
fi1) = -6 +12 +144 = 1501 0

fil(x) = - 12 also gilt auch f*{(1) = - 121 0
Die hinreichende Bedingung fur einen Wendepunkt ist also erfullt.
f(l)=-2+6+144 - 296 = - 148

Die Koordinaten des Wendepunktes der Funktion f lauten: W = (1/ - 148)

Aufgabe 5e)

Wertetabelle fir die Funktion: f(x) = - 2x3 + 6x% + 144X - 296

X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3
f(x) [-352] -40 -324 | -512 - 616 | -648 | -620
X -2 -1 0 1 2 3 4
f (x) -544 | -432 | -29 | -148 0 136 248
X 5 6 7 8 9 10 11
f (x) 324 352 320 216 28 - 256 | - 648

Wertetabelle fur die 1. Ableitung: fH(x) = - 6x® + 12x +144
X -9 -8 -7 -6 -5 - 4 -3
fix) | - 450 -336 | -234 | -144 - 66 0 54
X -2 -1 0 1 2 3 4
fh(x) 9 126 144 150 144 126 9
X 5 6 7 8 9 10 11
fH(x) 54 0 - 66 - 144 -234 | -336 | -450




Aufgabe 5e)




Fortsetzung von Aufgabe 5e)

Dort, wo der Graph der ersten Ableitung unterhalb der x-Achse verlauft,
also im Bereich - ¥ < x < - 4, ist die Steigung der Funktion f (x) negativ.
An der Stelle x = - 4 schneidet der Graph f¥(x) die x-Achse. Der Graph von
f(x) verlauft hier oberhalb der x-Achse; d. h. (- 4) > 0.

Die Funktion f hat an der Stelle x = - 4 ein lokales Minimum.

FUr - 4 < x < 6 verlauft der Graph von f¥(x) oberhalb der x-Achse.
Die Steigung von f ist in diesem Bereich positiv.
An der Stelle x = 6 schneidet der Graph der ersten Ableitung die x-Achse.

Die Funktion f(x) verlauft an dieser Stelle unterhalb der x-Achse;
d. h. f1(6) < 0. Die Funktion f (x) hat hier ein lokales Maximum.

Im Bereich 6 < x < ¥ verlauft der Graph von f¥(x) unterhalb der x-Achse.
Die Steigung der Funktion f (x) ist in diesem Bereich negativ.

Der Graph der zweiten Ableitung f“(x) verlauft fur - ¥ < x < 1 oberhalb der
x-Achse. Der Graph von f ist in diesem Bereich linksgekrimmt.

Fur 1 < x < ¥ nimmt f(x) negative Werte an. der Graph von f weist hier eine
Rechtskrummung auf.

An der Stelle x = 1 schneidet der Graph von fT(x) die x-Achse. Die Kriim-
mung von f (x) wechselt hier ihre Richtung.
An der Stelle x = 1 hat die Funktion f (x) einen Wendepunkt.
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