Mathematikklausur Nr.2 2.Hj GkM 11

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle x,,
indem Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen.

a) f(x) =2x3+4x%, xy,=3 b) f(x) =x + /X, X,=49
Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion (ohne Benutzung der
Ableitungsregeln) zu

a) f(x) =x° b) f(x) = =

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktionen zu
a) f(x) = 7x* - 8x3+5x2 +27x - 14
b) f(x) =a,x" + ah_lxn'l + ah_zxn'2 + XXXXXXB XO+ B X2 + X + g

&) 00 = - 2/x - 3 V5 +ax

dfeg=5+1- 2

XX X

1
2

Aufgabe 4

Eine ganze rationale Funktion 3. Grades schneidet die y-Achse
an der Stelle 5 und verlauft durch die Punkte

F’1=(-1/4%), P,=(1/3) und Py =(4/ - 3)

a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.
b) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Hochpunktes H und
des Tiefpunktes T.
( Genauigkeit: 3 Stellen nach dem Komma)




Fortsetzung von Aufgabe 4

d) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes W.

Eine Gerade h schneidet die y-Achse an der Stelle 2 und verlauft

durch den Punkt P, = (1/ 3).
Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte B; und B,, in denen der

Graph von f dieselbe Steigung wie die Gerade h hat.
Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten t; und t,, die den

Graphen von f in den Punkten B; und B, beruhren.

f) Schreiben Sie die folgende Tabelle ab, und berechnen Sie die

zugehdrigen Funktionswerte f (x).
(Genauigkeit: 3 Stellen nach dem Komma)

X - 25 -2 - 15 - 1, - 05 0
f(x)

X 05 1 15 2 2,5 3
f(x)

X 35 4 4,5 5 55

f(x)

Zeichnen Sie den Graphen von f,die Gerade h und die beiden Tangenten
t, und t, in ein Koordinatensystem ein

Hinweis: Wenn Sie die Funktionsgleichung aus Teil a) nicht bestimmen
kénnen, so sind die Ubrigen Aufgabenteile mit Hilfe der

Funktion f(x) = %1 x3 - 1%1 x? - X +5 zu bearbeiten.




L Osungen

Aufgabe 1
a) f(x) = 2x3 + 4x? Xg =3
3 2
f43) = lim f(3+h¥]' f3) _ lim 2(3 + h) +4h(3+ h)“ - 90
hijO hijo
f43) = lim 20+ 6h+ M) B+ h) +4(9+6h+ 1) - 90
hjo h
[ |
2 2 3 2
£43) = lim 2(27 + 18h + 3h +9h+6hh+ h®) + 36 + 24h + 4h° - 90
hio
3 2 2
f%3) = lim 2h° + 18h° + 54h +54h+ 36+24h+4h° - 90
hio
3 2 2
£43) = lim 2h +22hh +78h _ lim h(Z h +ﬁ2h +78)
hijO hijo
fH3) = lim(2h? + 22h + 78) = 78
hio

Die Funktion f(x) = 2x3 + 4x? hat an der Stelle x, = 3 die Ableitung
£43) = 78

b) f(x) =x +1/x X = 49

u _ o (49 +h) - f(49) _ . 49+ h+1]/49 +h - (49 +1/49)
f7(49) = lim = lim
hio h hio h
1 1
f“(x):lim49+h+ ;1]9+h-56:“mh-7+h|/49+h
hiO hijo
thag) = lim L0~ 1)+ 149 + h]X{(h - 7) - /49 + h]
hijo h
. 2 2
fiagy = Nm M- 14h+d9-h _ o h? - 15h
hiO 2. 7h-n)/49 +h hso h®- 7h- h)/49 + h
£4(49) = lim h(h - 15) = lim h- 15
hio h(h- 7- /49 +h) hijo h- 7- /49 + h)
- 15 - 15 15 1
fH(49) = = == =1=
(49) -7 - 1/49 -14 14 14

Die Funktion f(x) = x + }/x hat an der Stelle x, = 49 die Ableitung

1
u = —_
fi49) = 17,




Aufgabe 2

a) f(x) = x?
2 _ 2 2 2 2

fA(x) = lim f(x + h%- ) = g 7= X2 X +2xhh+ h? - x

hio hjo hijo

2

fhx) = lim W +2xh _ i h(h+2x) _ (h+2x) = 2x

hio h hio h hjo

i i i

Die Ableitung der Funktion f(x) = x? lautet fh(x) = 2x

1
b) f(x) = X
1 1 X x+h
— i X+ - f(X) _ o x+h T x _ o x2+hx  x2+hx
fH(x) = lim = lim = —= = lim
hio h hio h hijo h
-h
f“(x):IimXZJ'%:Iimz_—h:Iim —1 -.1
h§o hjo h(X* + hx) hjo X° + hx X
Die Ableitung der Funktion f(x) = % lautet fH(x) = - %
X

Aufgabe 3

a) f(x) =7x*- 83 +5x% +27x - 14
fhx) = 28x3 - 24x% + 10x + 27

b) f(x) =a,x" + an_lx“'1 + an_zx“'2 + XxxxXX+ @ X2 + ag X + g

) =ng, X"+ (n- Dag X2+ (- 2a XT3+ 0000+ a3 + 23X + gy

3 1 1 2 1 1 2
c) f(x) :-2]/—-3\\/x72+4x2:-2x2-3x3+4x2:2x2-3x3
S T S S S,
fu(X):EXZXXZ-§><3><X3:x2-2x3:—-3—
Vx T/x
1
d) 19 =S+ 1. B gy3s7xlogx?
XX X )x
.3
f“(x)=-18x'4-7x'2+4x2:_1_8_l+




Aufgabe 4

a) Eine ganze rationale Funktion 3. Grades hat die Form:
f(x) =ax> + bx®> + cx + d
Da der Graph die y-Achse an der Stelle 5 schneidet, gilt:
f(0) =5 p d=5
Damit erhalt man fur die Funktionsgleichung:
ax2 +bx? +cx +5 = f(x)
Durch Einsetzen der Koordinaten der Punkte P, = (- 1/ 4%), P,=(1/3)

und P; = (4/ - 3) erhalt man das folgende Gleichungssystem:

_ 1
-a o+ b - c + 5 = 42
a + b+ c + 5 = 3 0
64a + 16b + 4c + 5 = -3
= 21 o
-a + b + C = 5 T+
a + b + c = -2 l><m- m
4 _ _
64a + 16b + 4c = -8
= .ol
2b = 22
Law-n . -1
Z(ﬂ_ ﬂ) U b= 4 n
1 1 _ - - 5.1 .1
Z'lzl+c__2 U c¢c=-2 4+14
Die gesuchte Funktionsgleichung lautet: f(x) = %x3 - 1%1 X2 - Xx+5

b) Die Nullstellen einer Funktion bleiben erhalten, wenn man ihre
Funktionsgleichung mit einer reellen Zahl a multipliziert.

Seia =4
f,(x) = 41f(x) = x3 - 5x%- 4x + 20 Xg1 = 2 durch Probe

G- 5x%-4x+20):(x- 2) =x%- 3x- 10

XX - 2%?
- 3X% - 4x
- 3xX% + 6X
- 10x + 20
-10x + 20

0




Fortsetzung

von Aufgabe 4b)

x? - 3x - 10
X2 - 3X
X2 - 3x + 225
X-15
X-15
Xop

Xo3

- 0

- 10

- 12,25
= +)/1225

= +3,5
= 5

= -2

Die Nullstellen der ganzen rationalen Funktion sind:
Xor1 = 2, Xgp =5 und Xpz3 = - 2

c) Die Funktion f(x) und ihre ersten drei Ableitungen lauten

3 1.0

f(x) = %x-lzx-x+5
flx) = %XZ-Z%X-]_
) = 13x- 23

g = 13

Notwendige Bedingung fur Extremstellen: f¥(xg) = 0

%XEZ-Z%XE-]_ = 0
%XEZ-Z%XE = 1
10 4
X|52-§XE = §

10 25 4 25

T R 3ty
e 5062 37
Fe - 37 = 9

e 2}




Fortsetzung von Aufgabe 4c)

5 1
XE- § = i§|/37

Xeq = 2 + 17/37 » 3604
Xep - 2 - 19/37 » 0361

Hinreichende Bedingung fur Extremstellen: f¥(x) = 0 und f“(x) 10

xe) = 12 % - 25 =12x3604 - 22 = 3041 >0Pb  Minimum
ey = 11 1.1 1 .
(XEZ) - 15 XE2 - 25 - 15 X(' 0,361) - 25 » - 0,30415 <0b Maximum

f(xgp) = f(3,694) = %1 x3,694° - 1%1 x3,604% - 3,694 + 5» 3,149
f(xg) = f(- 0,361) = % x(- 0,361)° - 1%1 x(- 0,361)2 + 0,361 +5 » 5,186

Die ganze rationale Funktion hat das lokale Minimum T = (3,694 / - 3,149)

Die ganze rationale Funktion hat das lokale Maximum H = (- 0,361/ 5,186)

d) Notwendige Bedingung fuir Wendestellen: f(x) = 0

1 1_0 0 3, -5 § x 25,2_5_,1
oxw-25=00 Zxy=5 0 xy=3x5=3=13

Hinreichende Bedingung fur Wendestellen:

i) 0, Fl(xy) = 0, FH¥(xy) 1 0

5 3.,5,2 5.5 75 50 12 13 1
" = fl2y = 2 = - = x=E - = = . = _ = == =1=1
Pow) =130 =3X43) - 33 -1 - 1 1271130
5 1
i — fl Oy — 711
0w = f (3) 12 0
Die hinreichende Bedingung fur Wendestellen ist also erfullt.
&0 1 &0 5 &|O2 5 125 125 5
fxy) = fcg+= 57 X5+ - S X5+ -5 +5=7+5 - 55 - 5 +5
€3, 483, 4783, "3 108~ 12 3
_ 125 1125 180 L 540 _ 640 _ 160 _ .25
~ 108 108 108 108 = 108 27 27

250

&9 .
Der Wendepunkt der Funktion f(x) hat die Koordinaten W = gl% 8 - 557
e %]




e) P,=(0/2 P,=(1/3)

Y2'YO:3-
1_

2
=1
X - X 0

mh:

Die Gerade h hat die Steigung m =1

fhx) =1

3.2 51, _
4x 22x 1 = 1
3.2 51 _
4x 22x = 2
2_ 10 _ 8
X 3 X = 3
2_ 10 25 _ 24 25
- 3 X+t = 9 " 9
& 502 + 49
- —+ = - 9
<3
_ .2
X2 = 3

f(4=-3 (s. Aufgabe)

® 20 1 @& 20 1 & 202 9 2 15 18 . 135
fe- S+= S x¢- £+ -15 x-S+ + 2 +5=- 2 - ==+ = + ==
€3, 4¢3, "4ag3, "3 21~ 21T 2
136 _ .1
27 T %7

Die Punkte, in denen der Graph von f die Steigung m = 1 hat sind:
- (. 2,51
Bi=@/-3) und B, = (- 3/527)

Bestimmung der Tangentengleichungen von t; und t,
mx+b=t(x) mit m=1 P x+Db=rt(X)
Durch Einsetzen der Koordinaten von B; = (4 / - 3) erhalt man:

4+b=-3 U b=-7

Die Tangente t; hat die Funktionsgleichung t;(x) = x - 7




Fortsetzung von Aufgabe 4e)

mx + b =t,(x) mit m=1 p X + b = ty(X)

Durch Einsetzen der Koordinaten von B, = (- % / 52—17) erhalt man:
2 ,posl A _ 18,136 _ 154 _ 19

"3 th=5% Y b=+t %7 T 7 7%

Die Tangente t, hat die Funktionsgleichung ty(x) = x + 5;—3

f) X -25 | -2 | -15] -1 | -05 0
fx) |-4219| O | 2844 45 | 5156 5
X 05 1 1,5 2 25 3
fx) | 4,219 3 | 1531| O |-1406| -25
X 35 4 45 5 55
fx) |-3004| -3 |[-2031 0 |[3,281




Aufgabe 4f)




