Nachschreibklausur

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f (x) an der Stelle x,, indem Sie
den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen.

a) f(x)=4x3- 2x2 Xo = 4 b) f(X) =1x +2 Xo = 25
Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion (ohne Benutzung der Ableitungs-
regeln) zu:

a) f()=x2+x b fx) =2
Aufgabe 3
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion zu
a) f(X)=3x°- 7x3+4x%- 6 b) f(x) =a,x"- 4+nax*+ax?!
1
Q) F() =X +2x2 - 4x2 d f9=2+6x2- 12
X Vx
Aufgabe 4
Eine ganze rationale Funktion vierten Grades schneidet die x-Achse an den
Stellen Xg; = - 4, Xgo = - 2, Xg3 = 2, Xpu = 4 und die y-Achse an der Stelle
ys = 8.
a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.
(Ergebnis: f (x) = % x4 - 2% 2 + 8)

b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Extrempunkte dieser Funktion.
c) Bestimmen Sie die Koordinaten der Wendepunkte.

d) Fertigen Sie eine Wertetabelle fur die Funktion f (x) und deren
Ableitungsfunktionen f¥(x) und fT(x) an.

e) Wahlen Sie einen geeigneten Maf3stab und zeichnen Sie die Graphen
dieser 3 Funktionen in ein Koordinatensystem.

f) Beschreiben Sie die Zusammenhange, die zwischen der Funktion f (x)
und deren Ableitungen f*(x) und f (x) bestehen.




L Osungen

Aufgabe la

f(x) =4x3- 2x? Xg = 4

fa+h-f@) _ o 4@+h°- (4x8 - 2x4%)

f44) = lim

hio h hio h
fha) = fim 216 +8h +h) (4 +h) - 2(16 + 8h + ) - 224
hio h
[ |
2 3 2
fi(4) = ljm (64 *48h + 12h +h)h- 32- 16h- 2h° - 224
hjo
2 3 2
hjo
3 2 2
£44) = lim 4 h +46rr]1 + 176 h _ lim h(4h +4:]6h+ 176)
hijO hijo
fi4) = lim (4h? + 46 h + 176) = 176
hjo

Die Funktion f (x) = 4x3 - 2x% hat an der Stelle x, = 4 die Ableitung
t4(4) = 176

Aufgabe 1b
f(x) =x +2 Xo = 25
U e f(@25+h) - f(25) _ . V25+h +2- ()25 + 2)
f7(25) = lim h = lim h
hijO hijo
£4(25) = lim /25 + h ;2- 5-2 _ im 25+hh -5
hijO hijo

u e (V25 +h -5 ()25 +h +5) _ | 25+ h- 25
f*(25) = lim = lim

hio h(l/25 + h +5) hio h()/25+h +5)
#(25) = lim L 1 -1

hio /25 +h +5 2% 10
1

Die Funktion f (x) = VX +2 hat an der Stelle Xo = 25 die Ableitung f¥(25) = 10




Aufgabe 2a

f(x) = X2 + X

fhx) = Iimf(X+hr)]' )~ im (X+h)2+Xr-:-h- (X + X)

hijO hijo
2 2 2 2
f“(x):limx +2xh+h ;x+h- X< - X:Iimh +2r)](h+h
hijO hijo
fu(X)=h(h+ﬁX+l) =lim(h+2x+1) =2x+1

hijO

Die Ableitung der Funktion f (x) = x? + x lautet: f¥(x) = 2x + 1

Aufgabe 2b
-4
f(x) = ~
f(x+h) - () 1€ 4 4 18ax-ax+ny
fHx) = lim h = lim h é—— - 0= Ilim h € u
hio hsonax+h Xg .o g X (X + h) 8
4h ¢ 4 u 4
flx) = lim ————— = |lim &= Uu- . =
hiohx(x +h) hiOgX(X+h)H 32
Die Ableitung der Funktion f (x) = g lautet: fH(x) = - iz
X

Aufgabe 3

a) f(x) =3x°- 7x3+4x%- 6
fhx) = 15x* - 21x% + 8x

b) f(0 =ax"- (4+n)ax*+ax?

fPx) = ng,x"1 - (k- 9@ +nax>+(z- 1)axt?




Fortsetzung von Aufgabe 3

1 1
C) f(x):]/;+2x2-4x2:]/;+2 -4x2:3]/;-4x2:3x2-4x2
1
f“(x):gx2-8x
i) = —>_ - 8x

2V/x

2 ) 12
d f(x) == +6x°- —=
x* Vx

3

fhx) = - 8x°- 12x3+6x 2
fu(X) = - 8 12 + 6

Aufgabe 4 a

Durch die 4 Nullstellen ist die ganze rationale Funktion 4-ten Grades bis auf
den Streckungsfaktor a1 R\{0} festgelegt. Es gilt also:

fX)=a(X- HX+4)X-2d(x+2=a®- 16)(x% - 4) = a (x* - 20x* + 64)
Da der Graph von f die y-Achse an der Stelle yg = 8 schneidet, folgt:

fO=8 U axe4=8 U a:%
Damit erhalt man: f (x) = %(x4 _ 2052 + 64) = %x“ i 2% X+ 8

Die Gleichung der ganzen rationalen Funktion vierten Grades lautet:

Ly 2124

f(x):§x 5

Aufgabe 4 b

Notwendige Bedingung fur Extremstellen: f#(xg) = 0

. o]
fl(xg) = %xé 5xx =0 U XEE%XEZ- 5;: p Xgp = 0
1.2 c-g 0 Lye- 0 2= 10

XE2 = |/ 10 » 3,162




Fortsetzung von Aufgabe 4 b

Hinreichende Bedingung fur Extremstellen: f¥(xg) = 0 s.o. und fﬂ(xE) 10
3
flxg) = SXe- 5
flxg) = F7(0) = - 5<0 P Maximum
3

fl(xe,) = £10/10) = 5x10-5=10>0 P Minimum

f(xe,) = £7(- 1/10) = g x10- 5=10>0 b Minimum

Berechnung der Funktionswerte
f(xe) =1(0) =8

_ 1 4 1 2 1 1 _ 1
f(Xgp) = f(/10) = 3 X(/10) " - 25 X(/10)" + 8 = 3 x100 - 25 x10 + 8 = - 43

2
f(g) = f(-V10) = 3 x(- V10)" - 23 x(- /10)* +8

-1 ool = .4l
= g x100 - 25 %10 + 8 = - 43

Die Funktion f hat das Maximum H = (0/ 8) und die beiden Minima

T, = (V10 / - 43) und T, = (/10 / - 43)

Aufgabe 4 c

Notwendige Bedingung fur Wendestellen: f“(xW) =0

g w-5=0 O x\,%,zl—??
XWl = 1_0 » 1,826 Xw2 = - 1_0 » - 1,826

3 3

Hinreichende Bedingung fur Wendestellen: f¥(x,) * 0O, f“(xW) =0 s.o.
und f*¥(x) 1 0

a:"r;l/lOQ 1 g 1 03 w/lO
fu(XWl) = fug ? :: E Xg‘/j: = 5)( ? » - 6,086 1 O
e (%] e (%]




NI~

ae]/lob' 1 ae]/lb'3 ae]/lob'
" = fHG. ]/ =T = = X6/ =7 . C.1/ =~ =
fF (Xwo) fg 3+ 2><9 N SXQ 3 -

e a e a e a
fH(xyo) » 6,086 1 0

® 0 10
o
e a

Die dritte Ableitung der Funktion f lautet: f"¥(x) = 2x

Far die Wendestellen erhalt man:

& b

£l ) :fuuua/l_oj:2><|/%’ » 3651 1 0
e 1]

FM(x,) = PO = - 2><]/1—3? »-3651 1 0

Die hinreichende Bedingung fur Wendestellen ist also erfullt.

Berechnung der Funktionswerte

208 1 B B Y 1 100 .1 10
f<Xw1>:f§V;:§*§@; "2/ 3 t8 gy " 2375 *8
e (%] e 4] e [}

_25 50,144 19 _ 1
fw) =78 - 5 * 1g 18 ~ 11g > 1.0%

1 10 O 1 10 02 1

= = xC. e =RV B =1—

f (%) 8 Xg 3 - 22 xg 3 - + 8 118 » 1,056
e (%] e (%]

Die beiden Wendepunkte der Funktion f haben die Koordinaten:

[sS] 5 (0] [sS] 5 (0]
_‘?—‘/1_06 17 6 _¢1/W06,17 & 8
Wi =¢l/ 3 3 1181» ‘?,826/ 1056, W, =g¢ 3 0 118;»é 1,826 / 1,056) )
§ 0 5 § 0 5
Aufgabe 4 d
X +45 +4 +35 +3 +25
f (x) 8,633 0 - 3,867 - 4,375 - 2,742
X +2 +15 +1 +0,5 0
f(x) 0 3,008 5,625 7,383 8




- 45

Fortsetzung von Aufgabe 4 d

-4

-35

-3 - 25 -2 - 15
fH(x) - 23,063 -12 - 3,938 15 4,688 6 5,813
fug | 30375 24 18,375 13,5 9,375 3,375
X -1 - 05 0 0,5 1 15 2
fH(x) 4,5 2,438 0 - 2,438 - 45 - 5,183 -6
FH(x) 1,5 0,375 0,375 15 3,375 6
X 25 3 35 4 45
fix) | -4688 | -15 3,938 12 23,063
F(x) 9,375 13,5 18,375 24 30,375

Aufgabe 4 e




Aufgabe 4 e

FUr - ¥ <x < -]10 ist die Funktion f (x) monoton fallend. Die erste Ablei-
tung verlauft in diesem Bereich unterhalb der x-Achse. An der Stelle

X = - 1/10 andert die Steigung der Funktion f (x) ihr Vorzeichen; sie wird also
positiv. Der Graph der ersten Ableitungsfunktion schneidet an dieser Stelle

die x-Achse. Im Punkt T, =(- }/10/ - 4%) hat die Funktion f (x) ein lokales

Minimum. Die Steigung von f (x) bleibt nun bis zum Schnittpunkt mit der
y-Achse H = (0 / 8), wo ein lokales Maximum vorliegt,positiv, &ndert dort ihr

Vorzeichen und bleibt bis zur Stelle x = /10 negativ, wo sie erneut ihr
Vorzeichen wechselt.Im Punkt T, = (/10 / - 4%) hat f (xX) ein weiteres

Minimum.

Bei x = /10 schneidet der Graph der ersten Ableitung die x-Achse.
FUr /10 < x < ... sind die Funktionswerte von f¥(x) positiv.

Die Steigung der Funktion f (x) &ndert an der Stelle x = /10, wo ein weiteres
lokales Minimum vorliegt, erneut ihr Vorzeichen und bleibt dann im Bereich

/10 < X < ... positiv.

Die zweite Ableitungsfunktion f(x) verlauft im Bereich - .. < x < - |/ %)

oberhalb der x-Achse. Der Graph der Funktion f (x) ist in diesem Bereich
linksgekrimmt.

Far - |/ %) <X < |/ %) nimmt f T(x) negative Funktionswerte an.

Der Graph von f (x) ist in diesem Bereich rechtsgekrimmt.

Far |/ %) < x < ... sind die Funktionswerte von f T(x) wieder positiv.

Der Graph von f (x) weist in diesem Bereich erneut eine Linkskrim-
mung auf.

An den Stellen x = - |/ %) und x = |/ %) schneidet der Graph der zweiten

Ableitung die x-Achse. Es findet an diesen Stellen jeweils ein Vorzeichen-
wechsel der Funktionswerte von f T(x) statt. Der Graph von f (x) wechselt an

der Stelle x = - %) von der Linkskrimmung in die Rechtskrimmung -

und an der Stelle x = |/ 10 von der Rechtskrimmung in die
Linkskrimmung.

3
Die Punkte W, = g |/ %) 1%3%und W, = é' / %’
¢ + ¢
e

e a
Wendepunkte der Funktion f (x).

A

+sind also

O OO0




