Ubungsarbeit

Fuhre eine ausfuhrliche Funktionsuntersuchung ( auch Kurven-
diskussion genannt) fur die folgenden Funktionen durch.

1) f(x)=%1x4-2x2+2

2) f(x) = 6x*- 16X + 12%°

3) f)= -xX+3x%+x- 3
_ 1 5 3 1

4) f(x)—50x X +122x

(Definitionsbereich, Wertebereich, Symmetrie, Nullstellen, Schnitt-
punkt mit der y-Achse, Extrempunkte, Monotonie, Wendepunkte,
Verhalten far x § £..., Krimmung, Wertetabelle, Skizze des
Graphen)

Die Reihenfolge, in der die 0.g. Punkte behandelt werden, kann
beliebig gewahlt werden.




L Osungen

Aufgabe 1

f(x) = = x*- 2x% +2

N

Definitionsbereich

Da f (x) eine ganze rationale Funktion ist, gilt: D (f) = R

Nullstellen

f(x) =

Ixt- 2242 = 0 Setze X = z

%1 Z2Z-2z+2 = 0

2. 8z = -8 quadratische Erganzung
z%2-8z+16 = 8

z- 47 = 8

z-4 = )8 = £2)2

z, = 4+2Y2  » 6,828

z, = 4- 212 » 1,172

Mitx? = z folgt x = +/z, alsox;, = +]/z; und xg, = /7

Die Nullstellen der Funktion sind:
Xq = 2,613, X, = - 2,613, x3=1,082 und x, = - 1,082

Schnittpunkt mit der y-Achse

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten S, = (0/ 2)

Extrempunkte

Notwendige Bedingung: f#(x) = 0
ffx)=x>- 4x=0 b x5 =0

x?-4=0 U x?2=4 b Xep =2, Xgz3 = -2




Hinreichende Bedingung: f*(x) = 0 (s.0.) und f'(x)1 0

flx) = 3x2- 4

flxg) = £7(0) = - 4 <0 P Maximum

flxg,) =1(2) =12- 4=8 >0 P Minimum

flxgg) = f7(-2)=12-4=8 >0 b  Minimum

f(xg) = F(0) =2

f(xgp) = F(2) = %1 x . 2xR2 4+ 2= -2

f(Xgg) = (-2 = -2

Der Funktionsgraph hat im Punkt Pg; = (0/ 2) ein lokales Maximum.

Die Minima des Funktionsgraphen liegen in den Punkten Pg, = (2/ - 2)

und P = (- 2/ - 2)

Symmetrie
Der Funktionsgraph verlauft symmetrisch zur y-Achse, denn es gilt:

f(-x)=%1(-x)4- 2(-x)2+2:%1x4- 252 + 2 = f(X)

Wendepunkte

Notwendige Bedingung: fT(x) = 0

) =3x2- 4=0 0 3xZ=4 0 xZ=3

4 2 4 2
a=]/4 =278 e =]/ =-313

Hinreichende Bedingung: f*(x,) * 0, fY(x,) = 0(s. 0.) und f*(x,)* 0

334§ 4 4 4 4 2 4 7
" = I+ - = = — - — = 2= |/ = = - 1= 1
Mo =8/ 27 - 4)/2 =41/4 - a]/% = -22)/% = 1Dy
e 4]
P22 o3
oy =G /4= 4 _521/4 173
e =¢ |/3: 4]/ 3 =23)/3 F1gV3*0
e 4]




FHH(x,) = 6,

5
fuuu(xwl):fuuu%ﬁ+:4l/§10 f I, )_fuuu l/_-— -4)3 1 =
e 2}

Die hinreichende Bedingung fur Wendepunkte ist also erfullt.

» 6 1259 250 1,16 8
F(x,g) = f _1/§+:_¢‘/?I _ 2‘7\/?1 s oo 1,16 8 _
" ER 4g . & ss 479 3

f(xw) = - g = F (X2

+

(o

24, 18
9 9

OIN

Der Funktionsgraph hat die Wendepunkte

‘(;21/5Q und W2—9- 1/_Q 2‘

Wertebereich

. U
Far den Wertebereich der Funktion gilt: W(f) =i -2£1(x) < .. /f(X) ] Rg

—_) — —

Krimmung

Linkskrimmung
fl)>0 O 3x*-4>0 0 x2>

x<-%1/§ und x>%]/§

(SSIN

Der Funktionsgraph ist im Bereich L; =

’-...<x<-2]/§/xT Rl’J
3 b

~

, . 12 N N
und im Bereich L, = 3 V3 <x <. [ X Rg linksgekrimmt.

~

Rechtskrummung

ffx) <0 U 3x2-4<0 0O 3x2<4 O x2<%
x>—1/_ und x<-—]/—

Der Funktionsgraph ist im Bereich R =
rechtsgekrimmt.




Monotonie

Die Funktionswerte sind in den Bereichen

i . U i . 0
My =ij-..<x<-2/xl RgundM2:10<x<2/xI Rg monoton fallend.
i i

Die Funktionswerte sind in den Bereichen

i .~ U i . U _
M;=7-2<x<0/xl Rg und My =i2<x<../xl Rg monoton steigend.
i A

Verhalten fur x § *

e 0 22 ¢
limf(x) = lim gzx“- 2x%2 + 2+ = lim x4GZ - S+ 5T =
X§ o X§.. € [ X o & X X g
N F= ) 0
0 :
lim f() = lim %x“- 2x2 +2+ = lim x‘“?%1 -2y 27
Xi- . Xj-..€ g Xi-.. g X X g
Wertetabelle
X 0 +0,2 +0,4 +0,6 +0,8 +1 +1,2 +14
f(x) 2 1,92 | 1,686 | 1312 | 0822 | 025 | -0362| - 09
X +16 +18 +2 +272 +24 +26 +28 +3
f(x) - 1,482 | - 1,856 2 -1824 | -1,226 | - 0,096 | 1,686 4,25




Graphik zu Aufgabe 1

f(x) = x4- 2x%+2

Al




Aufgabe 2
f(x)=6x%-16x°+ 12x2

Definitionsbereich

Da f (x) eine ganze rationale Funktion ist, gilt: D (f) = R

Nullstellen
f (x) = 0
6x4- 16x3 + 12x2 = 0 p X =0,  Xp =0
6x2-16x + 12 = 0
x? - %x+2 = 0
> 8 64 - 64 _ .8 _ 2
X“- 3xX+ 3¢ = 2* 3%~ "3 "9

Der Funktionsgraph schneidet die x-Achse nur einmal, und zwar im
Koordinatenursprung.

Schnittpunkt mit der y-Achse

Der Graph schneidet die y-Achse im Koordinatenursprung.

Extrempunkte

fh(x) = 24x3 - 48x2 + 24x

Notwendige Bedingung: f¥(xg) = 0

24 x5 - A8XZ + 24 % 0 p Xgr = 0

242 - 88xz+24 = 00 x2-2x+1=00 (x-1D?=0 P xm=1
Hinreichende Bedingung: f¥(xg) = 0 (s.0.) und f“(xE) 10

f(x) = 72x2 - 96x +24

flxg) = f71(0) = 24 > 0P Minimum




flxg) = f7(1) =24 - 48 +24=0 b kein lokales Extrema
f(0) =0 f(1) =2
Der Punkt S = (1/ 2) ist ein Sattelpunkt.

Die Funktion hatim Koordinatenursprung ein lokales Minimum.

Wendepunkte

Notwendige Bedingung: fT(x) = 0

f(x) = 72x2 - 96x + 24

72x2 - 96x, +24 = 0

2 4 _ 1

XW- §XW = -§
2_4 4 _ 3,4 _ 1
*w o 3% Ty = 979 T 9

2 1
w3 ) *3

_ 1

Hinreichende Bedingung: f¥(x)1 0, fT(x) = 0(s.0.) und f*(x)1 0

fi(x) = 144x - 96

fhxp) =fH (1) =24 - 48+24=0 fA¥(1) =144 - 96 =481 0

Die Stelle x,,; = 1 erfullt die hinreichende Bedingung fur Wendestellen nicht.

Der Punkt S = (x,1 / f (X,1) = (1/ 2) ist also kein echter Wendepunkt, sondern

wie schon oben bei der Bestimmung der lokalen Extrema erwahnt, ein
sog. Sattelpunkt.

28 6 2 63 2 62 1_8 48 72 _32_.5
fh(xyp) = Floz+ = 24 xcat - 48xca+ +24xz = o - 2 4 fe 52 -394
W €3, 3. 3. 3979 9 9 7
5
FH(x,p) = fWIcEs = 144xL - 06=48- 96=-48 1 0
esﬂ 3

Die Stelle x,,, = % erfullt also die hinreichende Bedingung.




B0 _ 0'4 8%93 Q02 2 16 ., 36 _ 22
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Die Funktion hat den Wendepunkt W =

('D~Ov0
R

O OO
NI
\‘

Q - O

Verhalten fur x § =...

& 0]

lim £ (x) = im(6x4 - 16x% + 12x?) = lim x*% - 2 + 2+ =
X X ... X g X X g

16 12(-5
lim f(x) = lim (6x%- 16x3 + 12x?) = lim x496 + 27 =
XE-.. XE-.. X1i- X X~

e
Wertebereich
Far den Wertebereich der Funktion gilt:
i . U 3 0
W() = {0Ef(x) <.. / )T Ry =R
i b
Kriummung
Linkskrimmung
f1x) > 0
72x2- 9%Bx+24 > 0
& 902 1 2 2 1
e-g; > § p X-§>§Und X-§ < -§ p
. 1
x > 1 U x < 3

1 . U i . U
-...<x<§/xl Rg und L, =il<x<.. [/ xl Rg




Rechtskrummung

flx) < 0

Ol

2 & 2
72x° - 96x +24 < 0 U X - 3+ <
& 3

i .
Der Funktionsgraph istim Bereich R ={Z <x<1/ xl Rg
i

rechtsgekrimmt.

Monotonie
. . . . _u
Der Funktionsgraph ist im Bereich -..<x<0/ xl Rg

monoton fallend.

Der Funktionsgraph ist im Bereich
monoton steigend-

Symmetrie

f(-x)=6(-x)%- 16(-x3+12(-x)%2=6x*+16x3+12x% 1 f(x)

f(-x) * f(x) =6x*- 16x3 + 12x2

-f(x) = -6x%+16x3- 12x2 1 f(-x)

Der Funktionsgraph ist weder achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse noch
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. In der Funktionsgleichung
kommen sowohl Terme mit ungeradem Exponenten als auch Terme mit

geradem Exponenten vor.

Wertetabelle

X - 0,75 - 05 - 0,25 0 0,25 0,5
f(x) 15,398 5,375 1,023 0 0,525 1,375
X 0,75 1 1,25 15 1,75 2
f(x) 1,898 2 2,148 3,375 7,237 16




Graphik zu Aufgabe 2

f(x) =6x*- 16x3+ 12x°?




Aufgabe 3

f(x) = -x3+3x%+x- 3

Definitionsbereich

Da f (x) eine ganze rationale Funktion ist, gilt: D(f) = R
Nullstellen

Xor =1 (durch Probieren)

(-x3+3x2+x- 3:(x-1) = - X2 +2x+3
- x3+ x?
2x%+ x
2x? - 2x
3x- 3
3x-3
0
-x%2+2x+3 = 0
x2 - 2x = 3
x2- 2x+1 = 4
x-1 = +2
X02 = 3
Xo3 = -1
Die Nulistellen der Funktion sind Xg; =1, Xg =3 und Xz = - 1.

Schnittpunkt mit der y-Achse
f(0) = -3

Der Funktionsgraph schneidet die y-Achse im Punkt P, = (0/- 3)

Extrempunkte

Notwendige Bedingung: f(x) =0

fhx) = - 3x2 +6x + 1




|
=

2 =
3Xg + 6Xe

wlh Wik

X
m
=

I

1+ %1/5 » 2,1547
Xes - 1- %1/5 » - 01547
Hinreichende Bedingung: f*x) = 0 (s.0.)und f(x)1 0

fT(x)= -6x+6
flixg) = F1(21547) = -69282 < 0 b Maximum

fl(xe,) = £7(- 0,1547) = 6,9282 > 0 P  Minimum

Die hinreichende Bedingung ist fur xg; und Xg, erfullt.
f (Xgp) = f(2,1547) » 3,079 f (Xgp) = f (- 0,1547) » - 3,079

Der Funktionsgraph hat im Punkt E; = (2,1547 / 3,079) ein lokales Maximum

und im Punkt E, = (- 0,1547 / - 3,079) ein lokales Minimum.

Wendepunkte

Notwendige Bedingung: f7(x) = 0
flx) = -6x +6

-6x, +6=0 U -6x,=-6 U Xw = 1

Hinreichende Bedingung: f*x,) 0, f'(x,) = 0 (s.0.) und f*¥(x)1 0
fix)=-6 p M1 =-610 fi(1) =-3+6+11 0
Die hinreichende Bedingung fur Wendestellen ist also erfullt.
f)=-1+3+1-3=0

Der Funktionsgraph hat den Wendepunkt W = (1/ 0)




Verhalten fur x § * ...

& 0]
imf) = lim (-x3+3x%+x- Y= lmx36-1+>+ L. 3+ -
X X X g X X X g

= 3 1 3 0
lim f(x) = lim (-x®+3x%+x-3) = lim x38-1+ >+ = - =7 =
X§- o X§- o X§- o g X X X g
Wertebereich
Far den Wertebereich der Funktion gilt: W(f) = R
Krimmung
Linkskrimmung
fx) > 0

-6x+6>0 U -6x>-6 U 6x<6 U x<1

| . 0
Der Funktionsgraph ist im Bereich L =i-.. <x<1/ xl Rg links-

Ve
~

gekrimmt.

Rechtskrummung

fx) <0

-6x+6<0 U -6x<-6 U 6x>6 U x>1

i . U
Der Funktionsgraph istim Bereich R =jl<x<../ x| Rg rechts-
|
gekrimmt.

Monotonie
Der Funktionsgraph ist in den Bereichen

i .U i . U
M;=1i-.. <x<-01547 /| xI Rg und M, =121547 < x < ... [ xl Rg
[ [

. 0
monoton fallend, und im Bereich M; =17-0,1547 < x < 21547 [ x| Rg

monoton steigend.




Symmetrie

f(-x)=-(-%3+3(-x%-%x-3=x3+3x%-x- 3

1 f(x) = -x>+3x%2+x- 3

f() =x3- 3x%2+3 1 f(-X)

Der Funktionsgraph ist weder achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse noch
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. In der Funktionsgleichung
kommen sowohl Terme mit ungeradem Exponenten als auch Terme mit

geradem Exponenten vor.

Wertetabelle

X -15 | -14 | -12 -1 -08 | -06 | -04 | -02 0
f(x) | 5625 | 4224 | 1,848 0 -1,368| - 2,304| - 2,856| - 3,072| -3
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8

X
f(x) |-2688|-2184|-1536| - 0,792 0 0,792 | 1,536 | 2,814 | 2,688

X 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3,2 34 3,5
f(x) 3 3072 | 2,856 | 2,304 | 1,368 - 1,848| - 4,224 - 5,625

olw




Graphik zu Aufgabe 3

f(x):-x3+3x2+x- 3




Aufgabe 4

f(x)——x5- x3+12%x

Definitionsbereich

Da f (x) eine ganze rationale Funktion ist, gilt: D (f) = R

Symmetrie
_ 1, 5 , a3 1, - _ 1.5 3_ 151
f(-x)—50( X) (- x) +122( X) = R + X 122x
(L1 5 3 151 -
f(-x) = (50x X 122x) f(x)

Der Graph von f verlauft punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.

Verhalten fur x § * ...

1.0 1 50
“mf(X) = lim g - x3+12§ x+ = lim x59§) - S+ =T =
Xq. X7q. 1] X g X 2X g

10 =1 1 25(?
lim f(X)_ lim —X5- X + 12= x= = |im X5(;;_ 1 : _
Xi- Xi- 950 2 g Xi-.. 350 x 2 2X4"a

Wertebereich

Der Wertebereich der Funktion f ist W (f) = R.

Nullstellen

Da die Funktion f (X) punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung ist, gilt:
Xo1 = 0.

Lyt x2+ 2 =9 Xp =5  durch Probe

50 2
Aufgrund der Punktsymmetrie ist Xy3 = - 5 eine weitere Nullstelle.

(x- 5 ((x+5 =x2-25

@ 4 250 &, ) 1 -, 1
= x4 x%+ 22 -25+ = = x°- =
$50 2gg‘ 50 2
1 4 1.2
50% " 2%

12, 3

2 X"t 5

12, 3

2 X"t 5




1.2 1_ g L,2-1 2 _

=) X 5 = 0O U =) X< = 5 U X 25 b

X04 = X02 =5 und X05 = X03 =-5

Die Nullstellen der unktion sind: Xg; = 0, Xgp =5 und X3 = -5

An den Stellen xg, und Xg3 liegt eine doppelte Nullstelle vor.

Schnittpunkt mit der y-Achse

Der Funktionsgraph schneidet die y-Achse im Koordinatenursprung.

Extrempunkte

Notwendige Bedingung: f#(x) = 0

1 2 2 1
By = = x4 e
f(x) 10 X 33X+ 122
1 1 = 2 =
1_0 Xé - 3XEZ + 12E 0 Setze XE Z
i 2 1 = 0
10 2 3z + 122
z2- 30z = - 125
z%- 30z + 225 = - 125 + 225 = 100
z-15 = +10 P
Zl =25 und 22 =5
X2 = 25 b xg = /5 und xg = -5

Hinreichende Bedingung: f¥(xg) = 0 (s.0.) und fﬂ(xE) 10

flx) = £x3- 6x

(621NN}

ey = £1(5) = §x53- 6x5=50-30=20 > 0 b Minimum
f(xe,) = F7(- 5) = §X(-5)3-6><(-5): _50+30=-20 < 0 b Maximum
q q 2 &-03
fl(xee) = £1/5) = E><§1/§+ - 6x/5 =2x/5 - 6x/5 = -4x%/5
e (%]

f10/5 =-4%/5 < 0 b Maximum




ailln

- )
t(xgg) = £7(- V/5) = Xgel/gg - 6X§]/§2:-2X]/§+6x]/§:4x]/§
e g e 4]
f1(-1/5)=4%/5 > 0 P Minimum

Die hinreichende Bedingung fur Extremstellen ist fur die Stellen
Xg1, Xg2, Xgz Und Xg4 also erfullt.

f(5) =f(-5) =0

£(/5) = %x%%?s- 21%93+ 12% /5 = 8x/5 » 17,889
e g e g9

f(-1/5)=-f(@1/5) = - 8x/5 » - 17,889

Die beiden lokalen Minima der Funktion f liegen in den Punkten
E,=(5/0) und E;=(-151/-8x5)

Die beiden lokalen Maxima der Funktion f liegen in den Punkten

E,=(5/0) und E;= ()5 /8%/5)

Wendepunkte

Notwendige Bedingung: fT(x) = 0

fT(x) = %x3 - 6X

f1(x,) = %3 - 6%, =0 X,1 = 0

(621NN}

x2-6=0 U %xﬁ:G U x2=15 b

le:]/E XWZZ'I/E

Hinreichende Bedingung: f*(x,)* 0, f'(x,) = 0(s.0.) und f*(x,)* 0

Fh(x,,) = FH0) = 12% 10
1 &e—04 e, —02
1 — £ -1 . . -
xe) = F/15) = o xeg/15; 3><eg1/155
-1 ) 1 _»nl bl _ 451
= X025 454127 =227 - 22 =-101 0

i) = f4(-115) = -10 * 0




Die dritte Ableitung lautet: f*¥(x) = 2 x? - 6

U'Il@

fuuu(xwl) :fuuu(o) =-610
FH(x, ) = FHH(/15) = g x15-6=18-6=12 1 0

fWi(x,z) = f™(-)/15) =12 * 0

Die hinreichende Bedingung fur Wendestellen ist von den Stellen
Xwir Xw2 und x,s erfallt.

f (4p) = £(0) = 122

f(x,p) = f(/15) = = xg/ls 15- + 12% x)/15

:— x225 x|/15 - 15x|/15 + 12— X|/15 = 2x)/15 » 7,746

f(Xya) = f(-115) = - 2x4/15 » - 7,746

Die Funktion f (x) hat die folgenden drei Wendepunkte: W, = (0/ 12%) ,

W, = (V15 /2x/15) » (3,872 / 7,746) und W, = (1/15 / 2x/15) » (3,872 / 7,746)

Kriummung

Linkskrimmung

. 0
flx) = £x3-6x >0 O XoZ x2- 62 > 0

(621NN}

1. Fall: Seix > 0

2,2. 650 O

c x2>6 0 x?2>15 p x> J15

22.6<0 O

5

b
2
5
2.Fall: Seix <0 b
§x2<6 O x2<15 p x>-715

Der Funktionsbereich ist in den folgenden Berelchen Ilnksgekrummt

-VE<x<0/x|RE; und 2—|l/_5<x<../xIRg

i
lel
|




Rechtskrummung

. 0
fﬂ(X):§X3-6X<O U xa%x2-6+<0

2. Fall: Seix >0 b

allN

x2-6<0 U §x2<6 U x2<15 p x < J15

1. Fall: Seix < 0 b

allN

x2-6>0 U §x2>6 O x2>15 p x<-715

Der Funktionsgraph ist in den folgenden Berelchen rechtsgekrummt

Rlzl-...<x<-1/E/x| Rg und Rz_.o<x<1/E/x| Rg

~

Monotonie

Der Funktionsgraph ist in den folgenden Bereichen monoton stelgend

Sl:i""<X<'5/XIRE S = 1-1/§<x<1/_/xIRE und
| |

—_) — —

-~ U
S;=i5<x<.. [ xl Rg

Der Funktionsgraph ist in den folgenden Berelchen monoton fallend

F1:1-5<x<1/_/xIRZ) und F2_.1/§<x<5/x| RZ)
|

Wertetabelle

- 6,25 -6 - 55 -5 -45 -4 -35 -3 -25
f(x) |-2472]-1452| - 3,03 0 203 | -648|-11,38| - 1536| - 17,58
-2 -15 -1 -05 0 0,5 1 15 2
f(x) |-1764|- 1523 - 11,52| - 6,13 0 6,13 | 11,52 | 15,23 | 17,64
X 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,25
f(x) 17,58 | 1536 | 11,38 | 6,48 2,03 0 303 | 14,52 | 24,72




Graphik zu Aufgabe 4

f(x):ix5- x> +

50




