Klausur Nr.1 1.H] Lk M 12

Aufgabe 1

Fuhren Sie fur die folgenden Funktionen eine Funktionsuntersuchung
(Kurvendiskussion) durch.

3.0 1 1

a) f(X)=%x3- XS - 4Z X + 52

4 2 8

(Definitionsbereich, Wertebereich, Symmetrie, Nullstellen, Schnitt-
punkt mit der y-Achse, Extrempunkte, Wendepunkte, Monotonie,
Verhalten fur x §j .., Krummung, Wertetabelle fur - 6 £ x £ 10,
Zeichnung des Funktionsgraphen in ein Koordinatensystem)

b) f(x)=-3—12x4+x2- 37

1

(Symmetrie, Nullstellen, Schnittpunkt mit der y-Achse, Extrempunkte,

a)

b)

Wertebereich, Wendepunkte, Wertetabelle fir - 6 £ x £ 6,
Zeichnung des Funktionsgraphen in ein Koordinatensystem)

Aufgabe 2

Beweisen Sie: Sind die Funktionen u und v differenzierbar an der
Stelle x, so ist auch die Funktion f zu f (x) = u(x) xv (x) differenzierbar
an der Stelle x, und es gilt:

fX)=uxvx) b X = ux) xv(x) + u®X) xvix)

Leiten Sie eine Produktregel fur den Fall her, dass sich die Funktion f
als Produkt von drei differnzierbaren Funktionen darstellen I1af3t.

Es soll also gelten: f (x) = u (x) xv (X) xw (X)

Geben Sie die Produktregel fur den allgemeinen Fall an, dass sich die
Funktion f als Produkt von n differenzierbaren Funktionen a;, a, xxxx, a,

darstellen lalt. Es soll also gelten:
F(X) = ay(x) xag(x) xag(x) x. . ... xa, 1(X) ¥ay(X)

Aufgabe 3
Bestimmen Sie die Ableitungen zu den folgenden Funktionen:
a) f(x) = 3x2sin4x b f(X) = 7(3x° - 4x3+2x) "
c) f(x) = cos(3x2 - 2x) d) f (x) = Vtanx

e) Bestimmen Sie zu der folgenden Funktion die ersten drei Ableitungen:

X-1
X+ 1

f(x) =




Aufgabe 4

Der Graph einer ganzen rationalen Funktion 5. Grades verlauft durch den
Koordinatenursprung und hat dort einen Extrempunkt.

Der Funktionsgraph verlauft aufRerdem durch den Punkt P = (1/- 5).

Ein Wendepunkt der Funktion hat die Koordinaten W = (2 /- 20).

Die Wendetangente, die durch W verlauft, hat die Steigung m = - 18.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung und die Art des Extremums im
Koordinatenursprung.

Aufgabe 5

Eine ganze rationale Funktion dritten Grades f (x), die symmetrisch
zum Koordinatenursprung verlauft, hat an der Stelle x;, = 4 ein lokales

Maximum.

Eine Parabel p(x) hat den Scheitelpunkt S = (2/ 10). Der Graph der Parabel
schneidet den Graphen der ganzen rationalen Funktion f in deren beiden
Extrempunkten.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen der beiden Funktionen
f (X) und p(x) so wie die Koordinaten der beiden Extrempunkte.




L Osungen

Aufgabe 1
1.3 3,2 ,1 -
f(x)—8x RS 42X+58

Definitionsbereich
Da f (x) eine ganze rationale Funktion ist, gilt: D (f) = R

Wertebereich
Da der Grad der Funktion f ungerade ist, gilt: W (f) = R

Symmetrie

Weil in der Funktionsgleichung sowohl Terme mit geradem Exponenten
als auch Terme mit ungeradem Exponenten auftreten, ist der Graph von f
weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch zum
Koordinatenursprung.

Sy = Loyg3l 32 4l 1_ 1.8 3,2,51,
f( X) - 8( X) 4( X) 42(X)+58_ 8X 4X +58 f(X)
(also nicht achsensymmetrisch)

) - .1 3,32 1 1., -

f(x) = g X +4x +42x+58 f(-x)
(also nicht punktsymmetrisch)

Nullstellen
Xg1 =1 durch Probe
1s 32 9, 4. y=21,2. 5, .4
(8x R 2x+8).(x 1)—8x R
. 242_ 9
2%~ 2%
942,45
g X“+ gx
41 41
41 41




1,2 5, 41 _
8 8% 8 0
X2 - 5x = 41
’ 1l _ 189
X2 + 5 + 63 = a7 = B
Xop = 22+Z)/189 » 93U
Xo3 = 22- ZV189 » -43%

Die Funktion hat die Nullstellen x,, =1, xg, = 9,374
und Xgo3 = - 4,374

Schnittpunkt mit der y-Achse

_ sl
f(0) = 58
Der Graph von f schneidet die y-Achse an der Stelle yg5 = 5%.
Extrempunkte

Notwendige Bedingung: f¥(x) =0

fhx) = gxz- gx- 4%
32 3, 41 _ 3
g€~ 3% 4 = 0 I
Xg - Axg - 12 = 0
X2 - Axg = 12  Y%quadratische Erganzung
Xg - 4xXg +4 = 16
Xg - 2 = 4
Xg1 =
Xg2 = -2

Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen: f¥(xg) = 0's. 0. und fY(xz) 1 0

g = Sx- 3
f(xep) = £7(6) =%><G-g = 3 >0 b Minimum
3

Flixgy) = £1(- 2) = S x(- 2) - g: 23 < 0 b Maximum

4




Funktionswerte

fxe) =f(6) = - 211 = - 21,875  f(xg) = f(-2) = 10

3 = 10,125

1
8

Die Funktion hat im PunktT = (6 / - 21,875) ein lokales Minimum

und im Punkt H = (- 2/ 10,125) ein lokales Maximum.

Wendepunkte

Notwendige Bedingung: fT(x) = 0

3 3 _ 3. _3 - _
ZXW'E—O U 4w—2 U Xw—2

Hinreichende Bedingung: f#(xy) * 0, fT(x,) = 0 s.0. f¥¥(x,) 1 0

FI(x) = % Also gilt auch: f¥(x,) = f*(2) = % t 0

Die hinreichende Bedingung fur einen Wendepunkt ist also erfullt.
Funktionswert

fo) =F(2) = - 5

Die Funktion f (x) hat den Wendepunkt W = (2 / - 5%) = (2 /- 5875)

Monotonie

Die Funktion f (x) ist in den Bereichen Mg = {- .. <x < -2/x1 R}

und Mg, = {6 < x <../x1 R} monoton steigend und im Bereich

Mg ={-2<x<6/xI R} monoton fallend.

Verhalten fur x § =+ ...

: &8 3 3 1 1
limf(x) = limc¢g x°- > x°- 45 x+55+ =
i Xi___gs 4 2 8,
a?L 3 9 41 0
lim x36= - = . 2 4 2=+
X o 38 4X 2x2 8X3"a =
& 3 o9
lim x3¢= - = . 2 4
X5~ 38 4 x x 2




Krimmung

Rechtskriummung: fT(x) <0
3 3 ~ 3 3
=Xx- =<0 U Z X < E

Z 5 U X < 2

Der Funktionsgraph ist im Bereich R={-.. <x<2/x] R}
rechtsgekrimmt.

Linkskrimmung: f7(x) > 0
3 3 ~ 3 3 ~
Z X - E >0 U Z X > E U X > 2

Der Funktionsgraph ist im Bereich R={-2<x<../x] R}
linksgekrimmt.

Wertetabelle

X -6 -55 -5 - 45 -4 - 35 -3
f(x) | -21,875| -13609| -675 | -1203 | 3125 | 6,328 8,5
X - 25 -2 - 15 -1 - 05 0 05
f(x) 9734 | 10,125 | 9,766 8,75 7172 | 5125 | 2,703
X 1 15 2 25 3 35 4
f(x) 0 -2,891 | -5875 | -8859 | -1175 | - 14453 | - 16,875
X 45 5 55 6 6,5 7 75
f(x) | -18922| -205 | -21516] - 21,876 | - 21,484 | - 20,25 | - 18,078
X 8 85 9 95 10
f(x) | -14875| - 10547 | -5 1,859 | 10,125




Aufgabe 1 a

_ 3 3,2 ,1 1
f(X) = S X 4x 42x+58

Q=




Aufgabe 1b

f(x) = - 312x4+x2 3;

Symmetrie

Weil in der Funktionsgleichung nur Terme mit geradem Exponenten
vorkommen, verlauft der Graph von f symmetrisch zur y-Achse.

_ 1A o h2 Rl 1y 231 _
f(-x)—-32(x) + (- X) 32 " 35 X + X 2 f(X)

Nullstellen

Xo1 = 1 durch Probe.
Wegen der Achsensymmetrie liegt bei x5, = - 2 eine weitere Nullstelle vor.

(X- 2 (x +2) =x%-4

(-—x+x 2) (x-4):-§x2+£
0
-3—12x2+%:0 0 3—12x2:87 O x2 = 28 b

Xgq = £1/28 = £2)/7 » £5202

Die Nullstellen der Funktion sind: Xgu = 2, Xgp= -2, Xgg = 217
und x4 = - 217

2. Mdglichkeit Die Nullstellen lassen sich auch bestimmen, indem man
in der Funktionsgleichung die Substitution z:= x2 vornimmt.)

Schnittpunkt mit der y-Achse

- .3l
f(0) = 32
Der Graph von f schneidet die y-Achse an der Stelle yg = - 3% .




Extrempunkte

Notwendige Bdingung: f#(x) =0

fix) = - %x3+2x

XE3+2XE:0 b XE1:O

Xz +2=0 U

Ol 0l
ool

Xgp =4 und Xgz3 = - 4

Hinreichende Bedingung: f*(xg) = 0 s.o. und fﬂ(xE) 10

£10x) = - gx2+2
fixe) =f70) = 2 >0 P Minimum
flxe,) =14 =-4<0 P  Maximum

flxgg) = f1(-4) = -4 <0 P  Maximum

Funktionswerte

1

f(x) = F(0) = - 33

Fxgd) = T(Xga) = F(4) =1(-4) = 4%

Die Funktion f (x) hat im Punkt T = (0/- 3%) ein lokales Minimum.

In den Punkten H, = (4/4%) und H, = (- 4/ 4%) liegt jeweils ein

lokales Maximum vor.

Wendepunkte

Notwendige Bedingung; fT(x) = 0
3

flx) = - §x2+2
fﬂ(XW):-gXV%/+2:O @) ng%lzz @) XV%/:1_36 b

Xyg = |/1§6 »2300 und X, = - |/1—§’ » - 2,300




Hinreichende Bedingung: f*(xy)* 0, f(xy) = 0 s.0. und f™(x,)* 0

1

3 x2,3093 + 2x2,309» 3,079 * 0

fi(x,;) = f42,309) = -

i) = FH(- 2,300) = - % x(- 2,309)% + 2 x(- 2,309) = - 3,079 L 0
W2 8

g = - 3 x
() = (2309 = - 22300 =-1732% 0

FH(x, ) = FH¥(- 2,309)

i ;3’1 x(- 2309) = 1,732 1 0

Die hinreichende Bedingung fur Wendepunkte ist also erfullt.

Funktionswerte

& o) & 04 e 02
fg]/1_6+ _ _;;]/1_6++;]/1_6+ ool 1,25 16 7
¢/ 3+ 2¢/ 3+ ¢/ 3+ 2 32 9 3 2
e 7} e g e 7}
Fo<) o}
18~ 18 18 ~ 18 ¢ 3 =
e 7}

Die Funktion f (x) hat die Wendepunkte W, = (2,309 / 0,944) und
W, = (- 2,309 / 0,944)

Wertebereich

Der Wertebereich der Funktion f wird fur positive Funktionswerte
durch die beiden Maxima begrenzt.

Es giltt W(f) ={- .. < f(x)£4% /x1 R}

Wertetabelle

x | o | xo5 | *1 | 15 | 2 | 25 | 3
fix) | -35 | -3252 | -2531 | -1,408 | 0 | 1529 | 2969
x | #¥35 | +4 | +45 | 5 | 55 | 6
fx) | 4061 | 45 | 3936 | 1,967 | -1846 | -8




Aufgabe 1 b

f(x) = -3—12x4+x2- 3

NI




Aufgabe 2 a

f(X) = u(x) xv(x) u(x) und v (x) seien an der Stelle x differenzierbar

flx) = lim f(X"'h)h' FO) iy U+ h) xv (X +hh) - u(X) xv(x)
hio hio

Man addiert nun zum Z&hler des Differenzenquotienten den Term

u (x) xv (x + h) hinzu und subtrahiert ihn sogleich wieder.

Durch diese "Nulladdition” lal3t sich der Grenzwert des Differenzen-
quotienten folgendermal3en darstellen:

fix) = lim UX +h)xv(x+h - ux)xv(x) +uX)xv(x+h - ux)xv(x+h
hjo

Durch Ausklammern der Terme u(x) und v (x + h) erhalt man:

fH9 = fim L40CE 1) = WO} () £ ) v+ h) - v ()
hio

Mit Hilfe der Grenzwertsatze folgt:

fhx) = lim {u(x +h) - Uh(X)} xv (x_+ h) + lim u(x) X{v (x ; h) - v (X)}

hiO hijo
é U é U
fix) = lim gU(X+hr)]- u(x) W(X+h)3 + Iing(x)xV(X+hr)]' v(x)H
hilOg 0 hiog i

fix) = lim Y& ¥ hr)] U slim v (x + h) + lim u () xlim

V(X +h - v(x)
hio hio hjo hiO h

Wenn man jetzt diese vier Grenzwerte bildet erhalt man die Produktregel
der Differentialrechnung.

fhx) = uf(x) xv(x) + u (x) xvH(x)

Aufgabe 2 b

f(X) = u(X) xv(x)xw(x) u(x),Vv(x),w(x) seien an der Stelle x differenzierbar.

Die Produktregel fur zwei differenzierbare Funktionen wurde oben bewiesen,
und ihre Gultigkeit wird im folgenden vorausgesetzt

Sei z (X) 1= v (X) xw (X) =} ZMx) = vH(X) xw (X) + v (X) xwH(X)
Mit Hilfe der Funktion z (x) &3t sich die Funktion f (x) darstellen als
f(X) = ux) >z (x) P i) = uf(q) xz (x) + ux) *xz"(x) (*)




Setzt man in die Gleichung (*) fur z (x) das Produkt v (x) xw (x) ein, und
ersetzt man z"(x) durch den Term v¥#(x) xw (x) + v (x) xw*(x) so erhalt man:

FRO) = uh(x) xv (x) xw (x) + u (x) X[vH(x) >xw (x) + v (x) xw (x)]
fH}) = uf(x) xv (x) +w (X) + u(X) xv*(x) xw (X) + u(x) xv (X) xw*(x)

Sind die Funktionen u, v und w differenzierbar an der Stelle x, so ist
auch die Funktion f zu f (x) = u(x) xv (xX) xw (x) differenzierbar an der
Stelle x und es gilt:

f(X) = u(x) xv(x) xw (x) p

FI(x) = u¥(x) xv (x) +w (x) + u () xv (x) xw (x) + u (x) xv (x) xw *(x)

Aufgabe 2 c

Sind die Funktionen g (X), a (X), 8 (X),......., a1 (x), &, (x) differenzierbar an

der Stelle x, do ist auch die Funktion f zu
f(X) = ay (X) & (X) xag (X) . . ... xa _, (X) xa,(x) differenzierbar an der Stelle x

und es gilt:

(0 = a () xap () xag () %. ... %8, () xa,(x) b

109 = 8t (0 X8 (9535 (00 ... 33 09+ 3, (9 +

+

% u
?1 (X) Xaél (X) a3 (X) X ..., xan_ 1 (X) + 3 (X)g

00 00 09 %531 00+ 3, 00 +

§al(x) Xa, (X) xag (X) X. .. .. xg! | () + &, (x)§ +

G0 %2 (00 52 00 %78, (9 + af (0L




b)

d)

Aufgabe 3

f(x) = 3x%sn4x
u(x) =3x? v(X) =sn4x
uf(x) = 6x vH(x) = 4 cos4 x

fAx) = 6xsn4x + 3x2 x4 cos4 x

fAx) = 6xsn4dx + 12x%cos4x = 6x (N4 X + 2X cos4 X)

f(x) =7(3x°%- ax3+2x)%Y

fhx) = 119 (Bx° - 4x3 + 2x) ¥ x(15x* - 12x? + 2)

f(X) = cos(3x? - 2X)
fhx) = - (6x - 2)sn(83x? - 2X)

fix) = (2- 6x)sn(83x? - 2X)

1
f(X) = Vtanx = (tanx)?

F4(x) = % (tanx) 2 x(tanx)"

aE‘sinx?“_

cOSX xcosX - snx X(- sinx) _ (cosx)® + (sinx)*

(tanx)* =

2
f”(X) — 1+ (tanX)
2]/ tan x

fog = X3
iy = X+ - (x-1) _ 2
¥ x + 1)2 (x+1)2
fﬂ(x) _ - 2x2(x + 1) - 4
(x+1)* x +1)°
fllx) = = 43(x+1)? _ 12

(x +1)° C(x+ 1)

(cosx) 2

=1 + (tanx)?



Aufgabe4

Die allgemeine Funktionsgleichung einer ganzen rationalen Funktion
lautet: f(x) = ax® + bx% +cx3 +dx? + ex +f,

Die beiden ersten Ableitungen sind:

fix) = 5ax?+ 4bx3 + 3cx? + 2dx + e und

f(x) = 20ax® + 12bx? + 6¢cx + 2d

Aus der Bedingung f(0) = 0 p f. =0

Aus der Bedingung fH0) = 0 b e =0

Folglich lassen sich die Funktion f(x) und ihre ersten beiden Ableitungen
folgendermal3en darstellen.

f(x) = ax®>+bx*+cx3+dx?
flx) = 5ax*+4bx3+3cx?+2dx
flx) = 20ax3®+ 12bx? + 6cx + 2d

Um die restlichen Unbekannten a, b, c, d zu ermitteln, ben6tigt man
noch 4 weitere Bedingungen.

1) f(@ = -20 2) f(1) = -5 3) {2 = -18 4) T2 =0
Mit diesen 4 Bedingungen erhalt man das folgende Gleichungssystem:
32a + 16b + 8c + 4d = - 20 a:2
a + b + c + d = -5 a x2 (***)
80a + 32b + 12¢ + 4d = - 18 a 2
160a + 48b + 12¢ + 2d = 0
l6a + 8b + 4c¢ + 2d = - 10 % 1) - (2
2a + 2b + 2c + 2d = - 10 % (2 - (3)
40a + 16b + 6¢C = -9 % (3 - (4
160a + 48b + 12c¢ + 2d = 0
l4a + 6b + 2c = 0 Yox6 (**)
-38a - 14b - 4c = -1 % %3
120a - 32b - 6C = -9 Y x2
84a + 36b + 12c = 0 % Q) + (2
-114a - 42b - 12c = -3 % (2) - (3

-240a - 64 b - 12c = - 18




11

-30a - 6b = -3 1 x? *)
126a + 22b = 15
-110a - 22b = -11 Yo (1) + (2
126a + 22b = 15
16 a = 4
- 1
a B 4
in (* 1 6p=- ' - . 1_,1
a in (*) p 30><4 6b=-3 U 6b= 3+72—42
' -3
U b= 1
H * * 1 _§ = ) = - 1 1—
abin (**) P 14x3 +6x(-3)+2c=0 0 2c=-35+45=1
; _ 1
U c=3
1 * % * 1_ § 1 - _ ~ —
abc in ( ) p 2 4+2+d— 5 U d=-5
. . . ) _ 1.5 3.4, 13 2
Die gesuchte Funktionsgleichung lautet: f(x) = 12X 21X + > - 5x%

fx) = 5x3- 9x? +3x - 10
fl0)=-10 < 0 b Maximum

Die Funktion f (x) hat im Koordinatenursprung ein lokales Maximum.

Aufgabe 5

Wegen der Punktsymmetrie bzgl. des Koordinatenursprungs gilt:
f(x) = ax® + bx b fix) =3ax?+b

Die allgemeine Parabelgleichung lautet:

p(x) =cx?+dx+e b plx)=2cx+d

Um die Funktionsgleichungen von f (x) und p (x) zu ermitteln, muf3
man die 5 Unbekannten a, b, ¢, d, e berechnen. Dazu benétigt man
5 Bedingungen.

)4 =0 2p@=120 3Hp'2=0 Hf@=p@ 5 f(-49=p(-9

(zu 5) Wegen der Punktsymmetrie mufd die Funktion f (x) an der
Stelle x = - 4 ein lokales Minimum haben.)




Mit diesen 5 Bedingungen erhalt man das folgende Gleichungssystem:

(1) 48a + b = 0
(2 4c + 2d + e = 10
(3) 4c + d = 0
(4) 64a + 4b = 16¢c + 4d + e
B -64a - 4b = 16¢c - 4d + e

Durch Addition von (4) und (5) erhalt man:

0=32c+2e U 2e=-32c U e=-16c in (2) und (3) ergibt:

4c + 2d - 16 ¢ = 10 v¥%:2
4c + d = 0
-6¢C + d =
4 c + d = 0 *)
-10c = 5
_ 1 : _
C = "5 mit *) b d=2

Einsetzen von cund d in (2) ergibt:

4x(-2)+22+e=10 U 2+e=10 U e=8

Durch Einsetzen von c,d, e in (1) und (4) erhalt man:

48a + b = 0
64a + 4b = -8-8+8 = -8 %:4
48a + b =
16a + b = -2
32a = -2
- 1
a = 6 N (1) p
48 x( - i) +b = 0 0 b =3
16
Die gesuchten Funktionsgleichungen lauten: f(x) = - %6 x3 + 3x und

p(x):-%x2+2x+8




Bestimmung der Koordinaten fur den Hochpunkt und den Tiefpunkt

@) =-3x16+8+8=8 =1(4)

p(-4)=-2x16-8+8=-8=1(-4

Die beiden Extrempunkte haben die Koordinaten:

Puax = (-41/8) und Py, =(-4/-38)




